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INHALT

Schwinger und Prifobjekt
Schwinger und Prifobjekt als gekoppeltes System
Gekoppeltes System

Freie, ungedampfte Schwingung

— Rechengang

— Eigenwerte, Eigenform
— Abhangigkeit von Abstimmungsverhéltnis a und Massenverhaltnis p

Erzwungene, gedampfte Schwingung
— Sonderfall a=1, p=1

— Einzelfall a=30, y=2.5

— Vergleich a=30, y=variabel

Schwingungsregelung
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Schwingerreger mit Prifobjekt

Priifobjekt Masse m, [kg]
— Lineares Verhalten Eigenfrequenz f, [Hz]
— 1. Eigenfrequenz Eigenkreisfrequenz ~ w, = 27T, [1/s]
Federrate k, =w?-m, [N/m]
Dampfungsmaf D [1]
m2 o .
Q-Faktor Q, = 1
k2 62 alt) - 2h
Myt Dampfungsrate c,=2-D,-m,-w, [N/(m/s)]
_ . m-
Masse m, [kg] g I(t)-AC,DC
Eigenfrequenz f, [Hz] - ©
S i | u(t)-nc
Eigenkreisfrequenz =~ w, = 2Trf, []/s] k1 C1
Federrate k, =w2-m, [N/m]
Dampfungsmaf D, [1]
1 _
Q-Faktor Q. =55 I _
’ Schwingarmatur
Dampfungsrate c,=2-D,-m, w, [N/(m/s)] _ Masse

— Elastische Aufhangung
— Lineares Verhalten
— 1. Eigenfrequenz
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Schwingerreger mit Prifobjekt als gekoppeltes System

A A mz2
k2 %glj c2
2abs(t) t L m
el e Massenverhaltnis M= #
1
A — | | w
yiaso |yio| T aq(t) [m/s?] Abstimmungsverhaltnis G=UZ
il Fi( t) [N !

Bewegungsdifferentialgleichung des gekoppelten Systems

|:m1 0 j|{yl}+|:cl+c2 _Cz:|{y1}+|:k1 +k2 _kz:Hyl} _ {_ ml'al(t)} 1)
0 m,|lY, —C, +Cy ||V, -k, Kk |y, 0
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Gekoppeltes System: freie, ungedampfte Schwingung, Rechengang

Parameter wie die 1-Freiheitgrad-Systeme, dazu kommt

A mz2

k2 c2 } m
YA EIJI:I Massenverhaltnis H=—=

ml

m

. . . wZ

Yiabs(t) | yi1(t) Abstimmungsverhéltnis a=—

ki1 1 e W,

_

Bewegungsdifferentialgleichung des gekoppelten Systems

m, 0 Hm}{kﬁkz —kz}{yl}: {0} )
L 0 m, yz _kz +k2 Y, 0

1 0|(y, . Wy +U-w; —pew; |y, | [0

0 1]V, — W’ +w5 Y, 0

Schwingungsgemalfer Ansatz fur Y. =Y, - el N ‘yl = )\2Yl .eM (3.1)
den unbekannten Eigenwert A A . ) A

Y,=Y,-e" — y,=XY,-e (3.2)

)\2+(wf+p-w§) —p-wi Y, _Jo "

Koppelfrequenzen Dr.-Ing. Werner Kuitzsch-7



Gekoppeltes System: freie, ungedampfte Schwingung, Eigenwerte, Eigenform

Eigenwertproblem {)\2 + (wf +U- wg) —M-Ww)

2 N2 2} =0 _ _ _
— W, + W, filhrt auf quadratischer Gleichung in A2, die noch per Hand I&sbar ist.

Eigenwerte

)\,’” = \/%[(wf +p.w§)$\/(wf +p.w§)2 _4(1)12005}

Bei (schwach) gedampften Systemen sind die Eigenwerte komplex ANy=0,+ iw“l

Bei ungedampften Systemen sind die Eigenwerte gleich den Eigenfrequenzen )\”, = iuu,’II

_ L (1+ a’(1+ p))Tr \/(1+ a’(1+ p))2 — 40
2

Eigenformen, in den Eigenschwingungen stehen die Amplituden Y,, Y, in einem festen Verhaltnis zueinander,
abhangig vom Eigenwert; ergibt sich aus (4) bei den nun bekannten Eigenwerten w, bzw. w,,.

Bezogene Eigenwerte W ausgewertet im Diagramm
1

W,

()

(6)

(7.1)
(7.2)

(8)

aus MatCad™ i
Eigenwertproblem _ ol + (umzz) _(umzz)
EigenMat :=
—(o22 (o22
7
_ 2.799 x 10 1 841.968) «— f

Zahlenbeispiel: Eigenwerte A = eigenwerte(EigenMat) = feigen = —ﬁ =

m,=2kg, m,=5kg—p=2,5 2537 % 10 2n 8.017 «f,

f,=15Hz, f,=450Hz—a=30
0.929 0.707]

-0.371 0.707

RS

D, <

Eigenvektoren @ = eigenvektoren(EigenMat) = (

Koppelfrequenzen Dr.-Ing. Werner Kuitzsch-8



Gekoppeltes System: freie, ungedampfte Schwingung, Eigenformen fir a=30, u=2.5

Zahlenbeispiel:
m,=2kg, m,=5kg—p=2,5
f,=15Hz, f,=450Hz—a=30

Koppelfrequenzen

1.Eigenwert A =-0+iw, +D_?U?T
1_Eigenfrequenz f = w, /(21)=8.02Hz y2(t) m2
k2 §
+0_?0?T
: m
+ 0.707
1_Eigenform = ( _ _L y1(t)
|+0.707 |
K1 §
| |
2. Eigenwert A = -0, +iw, ;
2_Eigenfrequenz I = m”/{;gni}: 841,97Hz y2( )J' m2
-0.371
+0.929 T
mn
| (+0.929] yi(t)
2. Eigenform . o
|- 0.371]
K1
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Gekoppeltes System: freie, ungedampfte Schwingung, Eigenwerte in Abhangigkeit von a, p

Y _ L (1+ a’(1+ IJ))-T- \/(1+ a’(1+ p))2 — 4a?
2

Bezogene Eigenwerte

wl
Prafingsmasse mz=0kg
Prafingseigenfrequenz  £,=450Hz
Armatureigenfrequenz  fi=10Hz
Abstimmungsverhalinis  a=fz/f;=30
Armaturmasse mq
mi [kg] | p=ma/my ¢ i [HZ] fii [Hz]
0 0 15.0 450
000 0.01 149 452
o0 0.1 143 472
o 1 106 b3b
/ 25 80 841
0.5 10 45 1492
0.1 1 10 I 100 @=—
30

M =0.0001 ... 0.001 entspricht Test auf grolRem Shaker
M = 0.1 entspricht mittlerem Shaker
Typischer Bereich der Aerospace-Tests:

M = 1 entspricht kleinem Shaker im Vergleich zur Priflingsmasse
M = 10 entspricht grol3er Priflingsmasse im Vergleich zum Shaker

Koppelfrequenzen
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Gekoppeltes System: erzwungene, gedampfte Schwingung, Rechengang

A A iz
yaabst)  ya(t) k2 %glj c2
T Harmonische Anregung
Ytabs(t) | y1(t) " T aq(t) [m/s?] ) a,-sin(Q,-t)=a, -e™ [m/sJ
- F4( t) [N

Bewegungsdifferentialgleichung des gekoppelten Systems

{ml OHyl}J{Cﬁcz —czHyl}J{kl+k2 —kz}{yl}:{_ml,al_eiot} o
0 m, yz -G, +C, S’2 _kz +k2 Y 0

SchwingungsgemaRer Ansatz y,=Y,-e" - y =iQ-Y, -e™ - y =-0°Y,-e" (10.1)
fur die unbekannten,
komplexen Amplituden Y,, Y, y,=Y, el yz _ iQ'Xz et yz —_0O? 'Y, el (10.2)

Bestimmungsgleichung flr die unbekannten, komplexen Amplituden Y;, Y,

{(—sz1 vk, +k, )+iQ(c, +¢c,) -k, -iQc, HL} _ {— m, -al}

11
—k, —iQc, (-Qm, +k, )+iQc, 0 =
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Gekoppeltes System: erzwungene, gedampfte Schwingung, komplexe Amplitudenantwort

Bestimmungsgleichung fir die unbekannten, komplexen Weg!-Amplituden Y, Y, [m]

{(—szl+kl+k2)+i0(cl+c2) —k, -iQc, Hzl}:{—ml-al}

—k, —iQc, (-Qm, +k,)+iQc, || Y, 0

Cramersche Regel fur die unbekannten, komplexen Weg!-Amplitude Y, [m]

-m,-a, -k, —iQc,
v 0 (-Q%m,+k,)+iQc, _a+ib_ac+bd bc-ad
= |-Q%m, +k, +k, )+iQ(c, +c,) ~k, —iQc, c+id c2+d*  c2+d?
—k, —iQc, (-Qm, +k,)+iQc,

Cramersche Regel fur die unbekannten, komplexen Weg!-Amplitude Y, [m]

(-Qm, +k, +k,)+iQ(c, +c,) -m,-a,

-k, —iQc, 0 a+ib ac+bd .bc-ad
Y,= - . = T~ 2 > T1— 2
(-Q’m, +k, +k, )+iQ(c, +c,) —k, —-iQc, c+id c’+d®  c?+d
—k, —iQc, (-Qm, +k,)+iQc,
Betrag der Wege [m] Betrag der Beschleunigungen [m/s?] Phase Phasendifferenz
. | Y
Y| = \/Re al(Y,)? +Imag(y,) - \Xl\ =Q°Y,| P, = arctaHK%(_l)J
Real(Y,)
Y, = JReal(Y,)? +imag(Y,f — |Y,[=07Y,| P, = arctan[—Re a,(z)j

(12.1)

(12.2)

(12.3)

(13.1)

(13.2)
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Gekoppeltes System: erzwungene, gedampfte Schwingung, Sonderfall a=1, y=1

Berechnung des Sonderfalls Schwinger 1 = Schwinger 2, (aus Vortrag ,Kraftregelung*)

Masse [ka]
Shaker mi1:=5
DuT m2:.=5
= LuicJ =1
mi

Anregung [mis?

komplexe Amplitudenfunktion

Cramersche Regel

Mennerdeterminante

Zahlerdeterminants Y1

Amplitudenbetrag Y1

Zahlerdeterminante Y2

Amplitude Y2

Amplitudenbetrag Y2

Koppelfrequenzen

Eigenfrequenz [Hz] Federsteifigkeit [Mim)
fl1 =450 wi=2xnf1=28274 Kkl:= w12-m1 =4x 10? 01:= 001
2 T
2. =450 w?2=2xnf2=2827T4 kZ2=w2 m?2=4x10 DZ:= 001
w2
i =0T——ii=
wi
Shaker al =10 DUTdirekt aZz:=10
f:= f2 = 450 (= 2mf=282743
—ilz-rrﬂ+(I«<1+k2)+i’!-(c1+c2]i k2 - (2-c2)
DeterMenner =
&2 - (Q-c2)i S0 m e K2+ (0]
-al-mi k2 - (2-c2) 7
Detery1 = 9 =-dix 10
—a2.-m2 -0 -m2+ k2 + (-c2i
Amplitude ¥4 vt = —22F 5 40710, 251 1078
DeterMenner
10 Weg [m]

Yireal = Re(¥1) = 5x 10

8

Ylimag = Im(Y1) = 25x 1078 Dis1:= JY1rea|2+Y1imag2 =25x10

2 ) .
Deterya — ||~ M1+ (K1 +K2) + Q(c1+c2)i -alml | _ _2x109_4ix 107
k2 - (i —32.m2
v P2 o5 16 % e 10ix 107 1
DeterMenner

Yoreal = Re(Y2) = 1.25x 107 ° Weg [m]

12

Ya3imag = Im(¥2) = 10x 10 Dis2 = JYEreaI2+Y2imag2 _125%10°°

=-16x 1015—3.2ix 101

Dampfungsmalk, Q-Faktor

1

Q1.=——=1450 cl:=201ml wl = 28274
201

Q2= L =50
202

£?:= 202 m2 w? = 28274

3

Beschleunigung [m/s?]

Accl = QQ-Dim =02

Beschleunigung [m/s?]
Acc? = [12-Di52 =10
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Gekoppeltes System: erzwungene, gedampfte Schwingung, Sonderfall a=1, y=1

Berechnung des Sonderfalls Schwinger 1 = Schwinger 2, (aus Vortrag ,Kraftregelung*)

Wasse [kg]  Eigenfreguenz [HzZ] Federsteifigkeit [Mim)
Shaker mi1:=95 fl1:=450 wl=2=nf1=2827T4 kl-= w12-m1 =4x 10?
ouT mz = f2.=450 wi=2nf2=2827T4 k= wQQ-mQ =4x 10?
m2 w2
e =5 s —— =
m wi
Anregung [m/s?] Shaker al:=10 DUTdirekt

1000

a|m/s’|

100

. 10

Koppelfrequenzen

Dampfungsmalk, Q-Faktor

01:= 007 Q1:=L= 50 cl:=201ml wl = 28274
201

Q2:=L= 50

202

D2:= 0.07 £?:= 202 m2 w? = 28274

aZz:=10

Eigenwertproblem

; 2.093 = 1IIIT

Eigenwerte » = eigenwertelEigenhat) = 2

3.054 =10

1 728.11587 <+—f,

feigen = —/h =

2 A [2?’8.115} +—

. 0851 0.526
Eigenvektoren & = sigenvektoreniEigenhats =

-0.526 0.851
D, ¢|
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Gekoppeltes System: erzwungene, gedampfte Schwingung,

Amplituden fur a=30, u=2.5

Berechnung des Shaker = Schwinger 1 mit m; konstant, Prufobjekt = Schwinger 2 mit m, konstant

lasse [kg] Eigenfrequenz [Hz]

Shaker m1 =2
m1 = 10"
m1 = 60"

mi=500" f =15 wl=2%f=042

DuUT m2=5 f2.=450 w?=2wf2=28274

|.Li=m—2=2.5 o.:=w—2=3|:|
m wl
Anragung [mis?] Shaker al =10

0.01
d[m]
0.001

0.0001

1 10 100 1000

Koppelfrequenzen

k1l =w

Federsteifigkeit [[/m)]

12

k2 = w?z-mi =4« 'II:I-lIr

DUTdirekt

i =178x10%

Dampfungsmall, G-Faktor

1

0.1

0.01
1

M =——=071 ol =2D1.ml1.wl = 263.89
201
Q2= —— =80 2= 2D2.m2w2= 20274
202
1000
a|m/s*|
100
s
T 10
Y,
1 !
i
53
f [Hz] s H f [Hz]
1000 100 1000
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Gekoppeltes System: erzwungene, gedampfte Schwingung,
Amplituden in Abhangigkeit von a, p

Berechnung: Shaker = Schwinger 1 mit m, variabel, Prifobjekt = Schwinger 2 mit m, konstant

m1 := 500 m1:= 50 m1:=10 mt:= 2
D e e B | e SO G
1 S m1 ; y 1 m1i
1000 E===szs ==z === 1000 ' ;

100 100

’Iz‘ 10
M
. 0.1
ol '”:f[Hz] Omfﬁf = fﬁfffffﬁﬁff[Hz]

10 100 1000 "0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700 750 800 850 900 9501000
f|3 = Tilgerfrequenz
Bei abnehmender Armaturmasse m, tritt am Prtfobjekt auf:
» Verschiebung der 1. Koppelfrequenz f, und 1. (gleichphasigen) Eigenform zu tieferen Frequenzen hin.
» Verschiebung der 2. Koppelfrequenz f,, — die wesentliche Pruflingsresonanzfrequenz — zu hdheren Frequenzen
hin.
» Abnehmende Gute Q der Priflingsresonanz.
» Eigenfrequenz f, des Prufobjekts bleibt als Tilgerfrequenz und damit als eine ,,Antiresonanz“ erhalten.
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Gekoppeltes System: erzwungene, gedampfte Schwingung,
Amplituden und Phasen in Abhangigkeit von a, p

Berechnung: 200 ; 200
N Sl mt - 500
Shaker : CP[ I m2 i ‘Pl J 712
Schwinger 1 mit m;, Y, @, Wi = QL3 | |k B
Prufobjekt: 109 \ ol 100 - | |
Schwinger 2 mitm, , Y,, @, k [ \ ol |
kL LU Tl il chzote b AL I O e Al
(]
: N
-100 T " -100
Ap=92-0l | Ap =p2-¢l
¢P=02-0 :-- L“
-200 ~200
ahwse ==+ 1——+ | alm/s?|
100 100

% T
=

10 | | /
Bei der groRen ' ;

Armaturmasse e e i8 ===
m,=500kg bleibt die / H— " v, /
Phase bei der ‘ L L P o=

01/
Resonanzfrequenz

erhalten. f [Hz ' ' mll ' 1f [Hz]
0.01 0.01
1 10 100 1000 1 10 100 1000
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Gekoppeltes System: Schwingungsregelung

Measurement

Control i
— Schwingregelsystem |«
lI Drive

I{t)-AC,DC
-

i LiljEBe Leistungsverstarker

0.‘1/

f|Hz
7 0.01 [ ]
1 10 100 1000

Der Vergleich von gemessenem Prufobjektverhalten bei einem geregelten Resonanzsuchlauftest (Control) und
den gerechneten Diagrammen des 2-Freiheitgrad-Schwingers zeigt:

» Die Schwingungsregelung regelt die ,,Antiresonanz“ in der Beschleunigung a, der Masse m, weitestgehend aus.

» Die Regelung simuliert damit eine hohe ,,Armaturmasse* (wie hier mit m;=500kg), was bei gleicher
Aufhangeeigenfrequenz w, auch eine grél3ere Aufhangesteifigkeit k; bedeutet.
» Der Schwingerreger musste dafur eine Kraft von F;=a,-m;=10m/s?-500kg=5000N vorhalten.
» Eine begrenzte bzw. nicht ausreichende Shakerkraft F; mindert den Antiresonanzausgleich und wurde
— eine Verschiebung der Priflingsresonanzfrequenzen zu héheren Frequenzen hin,

— bei gleichzeitig abnehmender Resonanzgite
bewirken.
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